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T'ENIKEX AXKHIEIX 5" AEKAAA

41.

‘Eoto ocvvdptmon f cuoveyngoto R ko g(x) = LXH(J-OX xf(t)dt)(2t +1)dt, xeR
i) Asifreon g(x)=(x’+3x° )jox f(t)dt

i) Ymapyel éva tovddyotov E€ (=3, 0) wote 3(E+2) Lof (t)dt=E&(& + 3)f(E).

IIpotevopevn Avon

i
) , . . Na Qvpdote ovt
@étovpe  h(x) = '[0 xf(t)dt = X'[O f(dt, xeR (1) | m Swdikasia

H g(x) ypdoetar g(x) = J‘lx+1h(x)(2t+l)dt

heo[™ @t + Dt

heo[ e +t]"

h(x) [(x +1)*+x + 1=(1 + 1)]
h(x) (x* + 3x)

() X 5

= X jo f(t)dt - (x> + 3x)

= (X4 3x) jo" f(t)dt
i)
Apovn f elvar cuveyncoto R, 1 jox f(t)dt eivon mopaywyion ctoR .

Enopévogn g elvarl mapaywyioun oto R (mpdaeig mapaywyicipumv), apa
napaymyion kou 6to [—3, 0]

Axopa givar  g(—3)=0=g(0).

Omndte yia v g 1oyvet to Bedpnua Rolle oto dtotpa [—3, 0].
Qa vdpyet, howmdv, éva tovddyiotov Ee(—3, 0) dote g'(§)=0 (2)

Ouoc () = gx)= (& +3x) jo"f(t)dt + (3 +3x0) ( onf(t)dt)'

= 3x%+6x) J.Oxf(t)dt + (X +3x%) f(x)

Q) = (& +68) J.:f(t)dt+ (& +38)f(§) =0 Y& $OOKOLEC AGKNGELG
e
G+ 6) [(FOd +EEF3RO=0 | iy

~35E+4) [ R()dt = EE+3) O
3E+2) [ F(Ddt = EE+3) )



42.

‘Eoto cuvéptnon f opiopévn oto R kan té€toto dote yio kdbe xe R va ioydet
(fof)(x) +x=0. Aci€te 6

i) Etvor “1-—1”

ii) Aev givan povotovn

iii) Efvon mepirm)

iv) f(0)=0
IIpotewvépevn Avon
i)
Hvnd0eon yiveton  (fol)(x) =—x < f(fx)=-x. (1)
‘Eoto toyoia xi,x2e R pe f(x))=1(x) = ®uunoov Tov opiopud
(1) ’[’I’]g 651 _165
f(f(x))) = f(f(x2)) =
X1 = X3 =
X1 = X2

Apan fetvar “1-17
i)
‘Eocto 611 f elvar yvnoimg avéovoa .

£1
Tote yio kdbe x1, x€e R pe x3<x;, = f{x))<f(x)) =

f(f(x1)) < f(fx,))
X< X2 = X1> Xy Ortomo
Apan f dev eivar yvnolog avéovoa .
Opoimg kot yo. yvnoing edivovsan otabepn .
iii)
() =-x (2)
T (2) Oérovue Omov x 1o f(x), tote f(f(f(x))) =—-1(x) (3)
Eniong omd v (2) npoxdmret 61t f(f(f(x))) = f(—x) (4)
Amotg 3), 4) = f(—x)=-1(x), dpan feivor meprrm.
iv)
H f(x)=—f(x) ywu x=0 = {{0)=-H0)
21(0)=0
f(0)=0



43.

‘Eoto f, g, h 1peig cuvapmoeig opiopéveg oto R, tétoteg dote yia kébe xe R va
wyver (gof)(x) = (hog)(x) =x. Asci&te o1

i) H g sivar “1—17

i) To oc¥hvoro tipav e g elvarto R

iii) g '(x) =f(x) =h(x)

IIpotewvépevn Avon

i)

Hono0eon yiveton  g(f(x))=x (1) «xm  h(gx)=x (2)

‘Eoto x5, e R pe gx))=gx) = h(gx))=h(gx2)) g X1 =X)
Apan g sivanr “1—17

ii)

‘Eoto o tuyoaiog mpaypatikog aptOudc. Apkei va amodsiEovpe 0Tt vdpyet
Tpaypatikog apliuog P étor, wote va woyvel g(f) =a .

H (1) yia x=a diver g(f(a)) = o
Enopévac o (ntovpevog B etvar o f(a)

iii)

Eneionn g stvan “1—1” xor €yer obvoro tipov o R, 1 g aviiotpépeTon
pe g*I: R—R

H() gfx)=x = fx)=g'Kx)

¥m (2) Bérovpe 6mov x TO gfl(x): h(g(g *I(X)))ngl(x) =

h(x) =g '(x)



iV R
Av 1 ypooikn mapdotacn (o covaptnong f oepyetan and ta onueio A(l, 0) xon

B(-2, 15) koiywkdfe xeR opoer  of(x—2) + (1 —x) = 5(x*—4x + 9)
i) No Bpeite ta o ko B
ii) No deitete 0t f(x) = X —4x +3
IIpotewvépevn Avon
i)
Apovn Cr oépyetar oamd ta A xon B Baetvon f(1)=0 wor f(-2)=15
Hvndbeon yio x =3 odiver  af(1) + Bf(—2) =30

a. 0+p. 15=30

=2

kot yio x=0 olver  af(—2) + pf(1) =45

a. 15+B.0=45

a=3
ii)
Mo a=3 kot B=2 nomnddeon yivetar 3f(x —2) + 2f(1 —x) =5(x*-4x+9) (1)
Ymv (1) Bétovpe x-2=y, omdte x=y+2

Kkt 1l-x=1—-(y+2)=1-y-2=-1-y
Omote 3f(y) + 2f(1 —x) =5[(y + 2’ —4(y +2) +9] = .......... = 5uy*+5) (2)
2mv (1) 0étovpe 1 —x=u, ondéte x=1-u

Kot x—-2=1l-u-2=-1-u
Onote 3f(—1 —u) + 2f(u) = 5[(1-u)*—4(1 —u) + 9] = ...... = 5uy*+2y+6) (3)
Avvovtag 1o cvomua tov (2), (3) Pplokovpe f(y) = y2 —4y+3

Apa  f(x)=x’—4x+3



45.

‘Eocto cuvéptnon f cuveyngoto R kot tétola dote Yoo KOs xe R va ioyvet
f4(x) +xf(x) =1 =0 ko £(0)=—1.

i) No omodeiéete 6T f dwwnpet 6Ttabepd Tpdonuo ctoR .

ii) No Bpeite tov tOmo g f.

iii) No e&etboete v f ©¢ mpog TV povotovio Kot To, aKkpOTOTAL.

iv) Nao Bpeite to cOvoro Tipdv g f.

IIpotewvépevn Avon

i)

Avn f dev datnpel otabepd Tpodonuo oto R, apod avt glvar cGuveng,

ue 1o ©. Bolzano 6o vapyet Eva tovddyiotov X, R tétoto wote f(x,) = 0.
H vndBeon yia x =X, divel f7(Xo) + Xof(Xo) —1=0 = —1=0 dromo .
ii)

BAémovpe v vdBeon cav e&icwon devtepov Pabpov pe dyvooto to f(X).

X +Vx* +4 —Vx’+4

Avvovtdg v Bpiokovpe f(x)= — n fx)= = 5

INa x=0 é&yovpue f(O):_0+—\ém 1 f(O)zw
—1 =1 (dromo) 1 -1=-1

Apa dektog TOmoG lvar o f(x) = @

iii)

f’(x)z—l—l' X _ I+ ox Z 0 ywkdbe xeR (1)

2 2 Jx*+4 2NX? +4
% Apkei va omodeifovpe 6Tt —Vx* +4 —x <0
1 VxP+4 > -x  (2)
Otov x>0, n (2) eivarmpopavig (1° puéhog Oeticd xar 2° péhog < 0)
Otav x<0, amd v (2) opkei va amodeifovpe x>+ 4 > (—x)*
x> +4>x> mov woyvel
(1) = f ywoing pbivovca 6to R kot dev €xel akpoOTOTA

iv)
lim £(x) = Tim 22V (o) = lim EEVX AN x+/x% +4)
o o 2 o 2—x +x? +4)
T e Sl
=X AKX +4)

= lim

4 ()
X +NX +4)  \F®
lim f(x)= lim —— XE 4+ o) = (ko)

X—>+0 X—>+0 2 2

-, Ondéte f(A)=(-x, 0)



46.

Aivetar n covéptnon f(x) =2+ m*—4*—-5%, 6émov m>0
i) Av f(x)>0 yiakéBe xe R, va Bpeite 10 m

ii) Av m=10, vaPBpeiteta  lim f(x), lim f(x)

IIpotevopevn Avon

D Me to ©.Fermat, ano6

i ; ,
OVIGOTITO GUUTEPOL —

f(0)=2"+m"-4"-5"=1+1-1-1=0 VOLLE 160TNTA

Omnodte, yiokaBe xe R woyver  f(x) > £(0)
Aniodn oto ecmtepkd onueio 0 tov R n f mapovsualer eddyioro.

Kot gnewon n f elvan mapayoyioywn oto 0, pe fdon to Oedpnua tov Fermat,

Ba &xoope £(0)=0. (1)

f'(x) =2"In2 + m* Inm —4*In4—5"In5 = £ '(0) =2%In2 + m’Inm —4°In4 —5"In5

= In2 + Inm —1n4 —1n5

:1 e —
%5

m
:1 ——
"0

m
1 = lnE—O = E_l = m=10

ii)
Mo m=10 eivon f(x)=2"+10"-4*-5"

lim £(x)= lim 2"+ 10*~4*=5%=0+0-0—0=0
lim £(x) = lim 2%+ 10°—4"—5") = (Fp<a0)

X—>+00 X—>+0

-t (&) ()% )

*

= (+0) (0+1-0-0)=+o0

* lim 10*=+ow xot lim 2 = lim 4 = lim S =0
X—>+00 x=>+0 \ 10 x=>+0 \ 10 x=>+0 \ 10

(o1 Baoeig etvan peta&y 0 ko 1)



47.
‘Eocto f tapayoyion oto R cuvdptnon yio v onoia woyver f(0) =2 ot
f'(x)—f(x) = —4¢™* Yo kade xeR.
i) Noa amodeifete 611 ovvapmon h(x) =e™ f(x) —e™ givon otadepn
ii) Na Bpeite Tov tomo g f
IIpotewvopevn Avon
i)
Eneion n f eivan mopayoyioyn oto R, sivor mapayoyiown oto R koun h.
h'(x) = —e™ f(x) + f'(x) ™ +4e™*
= —e™f(x) + (f(x) —4e™) ™ + 4™
= —e™f(x) + f(x) €* —4e ¥ +4e™ = 0
Apa h(x)=c¢ ot0o R
ii)
hx)=c < *flx)—e®=c (1)
Mo x=0 n (1) = & f0) -’ =c¢
f(0) —-1=c
2-1=¢c = c=1
H (1) yivetmt e™fx) —e*=1 < e*f(x)=1+ec™

f(x)=e*+e™

48.

. ) a+e’, av x<0
Eoto novvapmon  f(x) = pe aeR.
xlnx , oav x>0
i) NaBpeite 10 a woten f va eivar cuveyng oto x =0
i) Av a= -1, vaeletdoete avn f elvor mopaywyicyun cto x = 0.
iii) Na Bpeite ta dSwwompata povotoviag g f.
iv) No vroioyicete o epfaddv tov ympiov mov opiletarl and ) Cr, tov dEova XX
Kot Tig evbetec x =1 ka1 x=e.

IIpotevopevn Avon

i)

[Ipémel va 1oy0eL lim f(x)= lim fx)=10) (1)
1 m

lim f(x)= 11m(0c+e ) at+1

x—0"
1
_ _ In x e Xy _
i 19 = fip st = D] = i = 3 = fip 5= =0

f0)=a+e" = a+1

(1) & a+tl1=0 < a=-1



ii)

lowa=—1n f yiveraw f(x)= {

hmw: limm :X: lim £

x—0" X x—=0" X
lim f(x)-£(0) _ lim xInx
x—>0" X x—>0" X

xIlnx ov

x—0"

limlnx= —o0
x—0"

Apan f dev mapaymyiletar oto x =0

iii)

—1+e* avx<0

x>0

=
1

-1

£(x) = e’ avx <0
1+ Inx avx>0
fx)=0 < I+lx=0 <& Inx=-1 <& x=e
[Ipoéonpo g f ko povotovia g f
X —0 0 e’ +o0
f + I - 0 +

iv)

AOyo Tov evbeidv x =1 kot x =e, 10 dtdoTnue OAoKANpwong etvarto [1, e].
Amo tov tomo g f, elvan f(x) >0 yuxabe xe[l, €]

Apa to {nrodpuevo guPaddv etvar E = jlexln xdx



49.

‘Eocto f ovveymg cuvaptnon oto (0, +), o kou peR pe 0<a<p,
Jff(t)dt =0 wxor gx)=2+ %J.: f(t)dt, xe(0,+mw). Ascifre OtL:

i) H C, déeton oploviia epantopévn 6° £va tovidyiotov onueio x; e (0, +oo)
i) g(xi)=2+1(x1)

Mpotewvépevny Adon [Mo 1816t TS TOPAydYOL VIO~

i) Copaocte O. Rolle 1 ©.M.T
i

f ovveyngoto (0,+) = 1 '[ Xf(t)dt elvar mapaywyioyn oto (0, +o0),

omoTe Kol M g eivan mapaywyioyn oto (0, +o0),

dpa ka1 oto [a, B]

Evar ga)=2+—["f(nd =2 xa gB)=2+ L ¢(ae=2++0 =2
oo poe p

2opeova pe 1o Bedpnua Rolle Ba vrdpyet Eva tovAdyiotov X e (a, B)< (0, +o)
wote g'(x1) =0, mpdypa mov onpaivel 6tioto onueio (x1, g(x1)) 1 Cq déyeTan
oplOVTIO EQOTTONET) .
ii)
To k60 xe(0, +o0) givar  g(x) =2+ i j f(dt =

xg(x) = 2% + j f(t)dt

(xg(x) = (2x + j f(tydt )’

g(x)+xg'x)=2+1(x) xuy X=X

g(x1) +x18"(x1) =2 + f(x)

g(x))+0=2+1(x))

g(x1) =2+ f(x1)

50.
‘Eoto cuvdptnon f mapaywyiown oto [a, B], pe fla) <f(B) wortv f’ yvmoing
avéovoa oto [a, B]. Acgi&te Oti:

i) Ymdpyer x,e(a, B) tétolo wote f(x,) = w

ii) Ymépyoov X, x2¢ (0, ) TétOWL DOTE ,1 + ,1 =2 B-a
f'(x) fi(xy) (B —f(o)

. N a+p

iii) o 10 X, TOVL gpOTUaTOg (1) eivor X, >

IIpotevopevn Avon
i)



Oewpovpe TN ovvaptnon  h(x) = f(x)—w , xela, B]
H h eivou mpogavarg cuveyng oto [a, B] pe h(o) = f(a) —w
_ f(a)-f(B)
2
k()= fp)—— B
_fP) (o)
2

Ondéte  h(a)h(B) = —w <0

Emopévoc yia v h 1oybdet 1o Oedpnua Bolzano oo [a, B],
omoTE VIAPYEL £VAL TOVAAYIGTOV X, € (a, B) dote  h(X,) =0 <

IRRICESIIRY
Mo v dmapén dvo onueiov f(xg) = f(a)+1(B)
ATOLTOVVTOL OVO OLUGTHULOTO 2

ii)

H f eivar cuveyng oe ke éva omd ta dtootprota (o, X, [ Xo, P

Kot mopaywyiown oe KaOe Eva and ta dSwotuata (o, Xo), (Xo, P)

Apa, yia v f og kdOe éva and ta Ttapandve dtuotipata, 1oyvet to .M. T,
omoTe VIAPYOLVV X e (0, Xo) Kot Xze (Xo, B) TETOWN DDOTE

f(o) +f(B)

AW £ ()
ooy ) =f@ _ 5 _f(B) - f(@) ;
O ==r - Yy 0 4008 1)< 1)
f(o) + £(B)
. £8)-
Fxy BTG 2 -1,
B-x, B-x, 2(B-x,)
Apa e L 2x,m0) | 2B-x) | 2o

f'(X1)+f'(X2)_f(l3)—f(0t) f(B)—f(a) f(B)—f(a)

iii)

Xx; <Xy kou f’ywnoing avéovca = f( x;) <f( x2)

fB)—f(a) _ £(B)—f(a)

2(x, —a) 2(B-x,)
1 1

<
X,—a  PB-x,

Kol apod Xo—a>0, B—%X,>0 B— X, <Xo—0
B+ a<2x,

o+
2

X0~

10



